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Re´sume´ :
Pour caracte´riser la rupture et l’endommagement des mate´riaux quasi-fragiles nous devons caracte´riser
l’e´volution spatiale de la zone d’e´laboration des macro-fissures. Nous utilisons la me´thode de Ripley
qui permet l’analyse statistique des distances inter-e´ve`nements de distributions spatiales de points.
Les distributions de points utilise´es dans ce travail sont ge´ne´re´es a` l’aide d’un mode`le nume´rique de
type lattice repre´sentant un essai de traction. Elles correspondent a` la position des e´le´ments du mode`le
qui ont e´te´ endommage´s au cours d’un pas de calcul.
Nous montrons ainsi que l’endommagement, apre`s une phase diffuse, se localise en certains lieux qui
sont plus faibles en raison de leurs caracte´ristiques me´caniques ou de leur configuration ge´ome´trique.
Cette localisation est accompagne´e d’un arreˆt de l’endommagement dans les zones situe´es sur un meˆme
axe de chargement.
Puis nous montrons e´galement que le maximum de la courbe force/de´placement est concomitant avec
la diminution brutale de la longueur caracte´risant la dimension de la zone d’e´laboration.
Abstract :
In order to describe the degradation of quasi-brittle materials, we characterise the spatial evolution of
the fracture process zone (FPZ). We use Ripley functions to perform a statistical analysis of the FPZ
size. This method considers distances between points in a dataset of points. The dataset of points we
use in this work is generated by a numerical lattice model representing a tensile test. Each point is a
lattice element which has been damaged during a time step.
It is shown that it is possible to correlate characteristics in the Ripley function with the shape of the
damaged zone and its width. After a diffuse phase, it is observed that damage localizes. The maximum
of the force-displacement curve is concomitant with the decrease of the characteristic length of the FPZ
obtained according to Ripley function.
Mots clefs : Ripley ; FPZ ; endommagement
1 Introduction
La de´gradation des mate´riaux quasi-fragiles se traduit par l’apparition de micro-fissures qui inter-
agissent, e´voluent et coalescent a` l’inte´rieur de la zone d’e´laboration e´galement appele´e fracture pro-
cess zone (ou FPZ) pour former une macro-fissure. Mieux comprendre l’e´volution spatiale de cette
zone d’e´laboration au cours d’un chargement est une des clefs pour mieux caracte´riser la rupture et
l’endommagement des mate´riaux quasi-fragiles.
A chacune de ces e´tapes (apparition de la microfissuration, de´veloppement de la microfissuration,
et localisation) nous cherchons a` de´terminer une longueur de corre´lation qui caracte´rise la distance
maximale d’interaction entre 2 lieux de microfissuration. L’analyse de ce phe´nome`ne requiert d’une
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part des donne´es d’entre´e permettant de´terminer les lieux de microfissuration au cours d’un essai, et
d’autre part un outil statistique permettant d’associer une longueur de corre´lation a` une distribution
de points.
Pour obtenir les lieux de microfissuration, nous utilisons un mode`le nume´rique de type lattice [1]. Ce
mode`le est un mode`le me´soscopique dont la particularite´ est de pouvoir repre´senter explicitement la
micro-structure du mate´riaux (matrice, inclusions et interfaces). Une e´tude pre´ce´dente a de´montre´
l’aptitude de ce mode`le a` reproduire les re´sultats expe´rimentaux obtenus lors d’essais sur des poutres
de be´ton en flexion trois points de tailles diffe´rentes, entaille´es et non-entaille´es. Il a e´galement e´te´
montre´ qu’il peut reproduire fide`lement l’allure des histogrammes de distance inter-e´ve`nements re´alise´s
expe´rimentalement a` partir de la localisation des e´ve`nement acoustiques [3].
Pour caracte´riser les longueurs de corre´lation associe´es a` une distribution de points dans l’espace, nous
nous appuyons sur les fonctions de Ripley [2]. Ces fonctions statistiques sont des me´thodes d’analyses
de voisinage de second ordre qui conside`rent toutes les distances entre les points de la distribution.
Nous commencerons donc par pre´senter les fonctions de Ripley, puis nous pre´senterons leur l’applica-
tion pour l’e´tude de la localisation des macrofissures lors d’un essai de traction.
2 Analyse multi-e´chelle a` l’aide des fonctions de Ripley
Lorsque nous conside´rons des cartes de points, telles que celles obtenues expe´rimentalement par loca-
lisation d’e´ve`nements acoustiques, il est ne´cessaire de caracte´riser la distribution spatiale a` diffe´rentes
e´chelles. En effet ces distributions peuvent apparaˆıtre localise´es a` l’e´chelle de l’e´chantillon, mais sont
re´parties ale´atoirement si l’on conside`re une ‘feneˆtre’ plus petite (cf. figure 1).
Figure 1 – Exemple de localisation des e´ve`nements acoustiques dans un e´chantillon au voisinage
d’une macro-fissure lors d’un essai expe´rimental (d’apre`s [3])
La me´thode de Ripley est un outil permettant notamment de tester si une distribution de points
comporte un caracte`re ale´atoire. Mais nous utiliserons e´galement ces fonctions pour comparer notre
distribution a` une distribution type dont nous connaissons les caracte´ristiques, a` savoir une bande
horizontale d’e´paisseur hb.
La fonction K de Ripley est telle que pour une longueur r donne´e, nS ×K(r) soit e´gal a` la moyenne
du nombre de points situe´s a` une distance infe´rieure a` r d’un autre point de la distribution, avec S la
surface de l’e´chantillon conside´re´ et n le nombre de points dans l’e´chantillon. K(r) est homoge`ne a` une
surface. Sa valeur est de´termine´e par un inventaire exhaustif des interdistances suivant l’e´quation 1.
K(r) =
n∑
i=1
n∑
j=1
i6=j
(e(i, j)× I(D(i, j) ≤ r)) (1)
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avec
I(D(i, j) ≤ r) =
{
1 si D(i, j) ≤ r
0 si D(i, j) ≥ r D(i, j) e´tant la distance entre les points i et j (2)
Le parame`tre e(i, j), est un facteur de correction permettant d’e´viter que les points situe´s pre`s des
bords, et donc posse´dant moins de voisins, ne faussent l’analyse.
Pour analyser plus aise´ment les re´sultats de la me´thode de Ripley, nous utilisons la fonction re´siduelle
L(r)− r de´finie par l’e´quation 3. La valeur de cette fonction est proche de 0 lorsque la distribution de
points est ale´atoire.
L(r)− r =
√
K(r)
pi
− r (3)
En adaptant l’expression des fonctions K(r) et L(r)− r au cas unidimensionnel il est e´galement pos-
sible de calculer l’e´volution des fonctions de Ripley pour la projection de la distribution de points
conside´re´e sur un axe donne´.
En conside´rant des points regroupe´s dans une bande d’e´paisseur hb au sein d’une boite de dimensions
L×H (cf. figure 2 (a)), il nous est possible de de´terminer une expression approche´e pour la fonction
K(r). Celle-ci est pre´sente´e en e´quation 4.
K(r) ≈
{
piH
hb
(
r − r24hb
)2
si r ≤ hb
2rH si r > hb
(4)
La figure 2 (c) repre´sente la comparaison entre la formule approche´e et les re´sultats de 5 analyses
re´alise´es respectivement avec 100 points dispose´s ale´atoirement dans une bande de 5mm d’e´paisseur.
(a) (b) (c)
Figure 2 – Comparaison de la formule approche´e avec une analyse re´alise´es sur des distributions de
points : (a) distribution ide´alise´e (b) repre´sentation d’une des 5 distributions discretes avec hb = 5mm
(c) courbe approche´e d’apre`s l’e´quation 4 (trait continu) et re´sultats de l’analyse des 5 distributions
discre`te (en trait discontinu gras pour la moyenne et en traits discontinus fins pour les valeurs mini
et maxi)
Nous notons, pour les grandes valeurs de r, un de´calage important entre la formule approche´e et le
re´sultat de l’analyse des distribution de points. Ceci provient de la correction des effets de bords
qui est pre´vue pour des phe´nome`nes en deux dimensions, et qui n’est pas adapte´e a` un phe´nome`ne
unidimensionnel tel qu’une bande de points.
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3 Analyse d’un essai de traction a` l’aide des fonctions de Ripley
Nous mode´lisons nume´riquement un essai de traction simple sur un paralle´le´pipe`de de 10cm× 20cm.
Le mode`le est re´alise´ a` l’aide des e´le´ments lattice de´veloppe´s sous OOFEM.
Dans ce mode`le 2D en contraintes planes, la structure est discre´tise´e sous forme de polygones inde´formables
jointifs. Toutes les de´formations sont concentre´es aux interfaces entre polygones. Nous conside´rons l’hy-
pothe`se des petits de´placements et petites rotations entre polygones. Ce type de mode`le est appele´
mode`le lattice par re´fe´rence aux poutres reliant les polygones et formant un treillis de´formable.
Seule la partie centrale de l’e´chantillon est endommageable (cf. figure 3 (a)), Elle repre´sente une surface
de 10cm × 10cm. La face supe´rieure de l’e´chantillon est soumise a` un de´placement, entrainant une
mise en tension de l’e´chantillon. Les principaux parame`tres sont pre´sente´s dans la table 1.
Parametre Description Valeur
E Module d’Young local (pour un e´le´ment du lattice) 50GPa
0 Seuil d’endommagement en de´formation 50.10
−6m/m
Gf Energie de fissuration 150J/m
2
Table 1 – Parame`tres associe´s a` l’essai de traction simple
(a) (b)
Figure 3 – (a) Ge´ome´trie du mode`le de traction (b) Courbes force/de´placement issues des 20 calculs
Nous re´alisons successivement 20 calculs diffe´rents. Les pas de chargement sont de 1×10−6m, soit une
de´formation de 5× 10−6. Le calcul complet comprend 40 pas.
Pour chaque pas de calcul, nous identifions les points du mode`le dont l’endommagement a augmente´
au cours du pas. Nous construisons ainsi les cartes pre´sente´es en figure 4.
Sur la figure 4 nous pre´sentons 3 instants caracte´ristiques du processus de localisation de l’endomma-
gement. Nous rappelons au lecteur que les points repre´sentent les lieux du mode`le lattice ou` l’endom-
magement a augmente´ au cours du pas de calcul conside´re´. (a) L’endommagement est d’abord diffus.
Nous nous situons au pas de calcul n˚ 12, c’est-a`-dire juste apre`s avoir de´passe´ le seuil d’endomma-
gement des e´le´ments. (b) L’endommagement commence alors a` se localiser en certains lieux qui sont
plus faibles en raison de leurs caracte´ristiques me´caniques ou de leur configuration ge´ome´trique, ce
qui provoque l’arreˆt de l’endommagement des autres points situe´s sur la meˆme bande verticale. (c)
L’endommagement est localise´ sur quelques macrofissures. Nous nous situons au pas de calcul n˚ 37,
c’est-a`-dire apre`s le pic.
La figure 5 pre´sente, pour les 3 distributions de la figure 4, la fonction de Ripley L(r)− r calcule´e en
projection sur l’axe Y. Pour la distribution (a), la fonction de Ripley associe´e est quasi nulle ce qui
caracte´rise une distribution ale´atoire de l’endommagement. En (b) La fonction L(r) − r pre´sente un
pic au voisinage de r = 3cm. Ceci signifie que pour r < 3cm la densite´ de points est supe´rieure a` la
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(a) (b) (c)
Figure 4 – Distribution spatiale des e´le´ments dont l’endommagement a augmente´ au cours du pas de
calcul. Re´sultat pour un des 20 essais. (a) Pas de calcul n˚ 12 (b) Pas de calcul n˚ 19 (c) Pas de calcul
n˚ 37
(a) (b) (c)
Figure 5 – Fonctions L(r)−r de Ripley calcule´es a` partir de la projection de la distribution de points
sur l’axe Y. (a) Pas de calcul n˚ 12 (b) Pas de calcul n˚ 19 (c) Pas de calcul n˚ 37
(a) (b) (c)
Figure 6 – Fonctions K(r) de Ripley calcule´es a` partir de la distribution de points (en trait discontinu)
et fonctions ajuste´es a` partir du mode`le bande d’e´paisseur hb (en trait continu). (a) Pas de calcul n˚ 12
(b) Pas de calcul n˚ 19 (c) Pas de calcul n˚ 37
densite´ moyenne, tandis que pour r > 3cm la densite´ de points est plus faible que la densite´ moyenne.
Il y a donc localisation. Enfin, en (c) la distribution comporte deux macrofissures espace´es d’environ
2cm, ce comportement est capture´ par la fonction de Ripley qui comporte bien deux re´gimes distincts.
A l’aide du mode`le de bande de´fini plus haut, nous de´terminons la hauteur de bande e´quivalente
associe´e a` chaque distribution. La figure 6 pre´sente pour les 3 distributions de la figure 4 la fonction
de Ripley K(r), la fonction ajuste´e et la hauteur de bande e´quivalente ainsi de´termine´e. Nous observons
en (a) que la hauteur de bande correspond a` la hauteur de la zone endommageable de l’e´chantillon
(10cm), tandis qu’en (c) la hauteur endommageable est re´duite a` 2cm ce qui est e´quivalent a` l’e´paisseur
moyenne des macrofissures observe´es.
Pour chacun des pas de calcul du chargement, nous trac¸ons sur la figure 7 la moyenne des e´paisseurs de
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bandes ajuste´es issues des 20 calculs ainsi que la valeur minimale et la valeur maximale. Nous pouvons
ainsi observer le phe´nome`ne de localisation progressif, qui comporte une chute brutale de l’e´paisseur
moyenne de bande endommage´e pour un de´placement impose´ de 20×10−6m, c’est-a`-dire au voisinage
du pic de la courbe force/de´pacement.
Figure 7 – Evolution, au cours du chargement, de l’e´paisseur de bande ajuste´e sur la fonction K(r).
La partie grise´e correspond aux pas de calculs pour lesquels le nombre de points dans la distribution
est trop faible pour que les re´sultats soient significatifs.
4 Conclusions
Le mode`le lattice utilise´ nous a permis d’identifier plusieurs distributions spatiale de l’endommage-
ment au cours du phe´nome`ne de localisation. Son couplage avec une analyse statistique base´e sur les
fonctions de Ripley nous a permis de re´aliser l’analyse statistique de la grande quantite´ d’information
pouvant eˆtre extraite avec de tels mode`le. Nous pouvons ainsi caracte´riser l’e´volution d’une longueur
caracte´ristique tout au long du chargement. L’utilisation des fonctions de Ripley pour l’analyse spa-
tiale de l’endommagement des mate´riaux quasi-fragiles homoge`nes est peu de´crite dans la litte´rature
et constitue donc une nouvelle approche pour la caracte´risation du processus de localisation tout au
long du chargement.
Par la suite cette analyse sera reconduite sur des donne´es obtenues par localisation des e´missions
acoustiques lors d’essais expe´rimentaux de traction afin de comparer les re´sultats avec ceux du mode`le
nume´rique.
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